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�� .O��! :��( �N! )x(f)$� IR 0	�-
� �3C 7&��� 06�� )n%/� n)& � 0	�� )



٤٧

Fn��! ��!�� ��:

M���� :�#�� )x(f���# �(x>�� �c7 �� $%& �# �#��# �� ,"��- �lwnU�  !�lwn
���# "
�# ��BZ d�!�# )x(f"# ���� �2	2& -�a �( ����� ]�! �c.��
 ,>�� .U.�� -��
�� 

∆���0� �� �0k� �# x′Ox$�� ��$	.R .��� �# -��
�� lwSn-0# �(�0X -0Aa .��$	
�- "R���# 

�( xU� U� �\.� ,���� lwn���# �.
�� lS′n-���0� #�lwSn$�� ��--�H .<0/ lS′n-�# 

١Sn-���0� >�� ����#�.# d-��
�� ∆�# lS′n-$( >�� -0Aa .∆,lS′n-�A
 $( �# �.
�0� ���0� 

<0/ d�.!�# �A
 ^	
 , �
-0Aa <0/ �.!�# ���.
� �.
�0� <= �- )�07 U� �- ���� n���# 

��� �A
 BZ d�
�	H $( �# �1�2
� ��
."42
 ��1�2� $( �\
= U�WX>�	
 <0/ d<="# ,- >�a 

���0� <-0+
 t+4.� $(�.
�	
 .BZWX∆���� ,lS′n-U� �- �� �_�� � U� �\.� ,"42
 

�4� ���..R .U.�� T�! �H� �<)x(f"# d�!�# �����# ��� ^R�� "42
 �p��
!� U��0H lwn
���# �����, ���� �# lS′n-$�� ��$	.R "# d"
0H ��"R$%& <=�0H �# �#��# )x(f�!�# .�H�

��� ���# �� ��R �2	2& ���2� �( xQ�%
� $	(- 8�A
�� �� d��� �0H ��( lwn���# �� ! 

n���# �.
�� F′n"# �� -0�, ��= .<0.R� ���� �( lwn���# "R"#���� (�x"42
 �� ��"#

601 x���0� �#ln-S�� �	( �� d-�jH U�6� !� �� Fn,F′n�4� �� �A
 �,- �( �� , �.R 

�� ! �- �� �\
= lwn���# "
�# ,$%& �# lwn���# )x(f�4� �����A
 .�7� �#�.# "a090� �

$%.Z $%& "��- �n� ! ,- �( Fn,F′n$( �# #>�� �#�� ���# ,�
��� $%& Fn���R 

>�� $%& "��- �n� ! F′n"+��k� �� $	.R .���# ��� �#�� ��R V(x) ����� �� ��$	.R :

)a,b(Fn<� � �� ���.( �1�2
 � ! �� Fn�� $��	H "R����� �# lwn���# ���0� �#

lwSn"
!�- ���� "# �.!�# "
0H ��"R<=���� lwn���# �0k� x′Ox "42
 �- �� ���4� "R �.R 

601 <="42
 �0k� �# x′Ox t��
� "#]��# �]a,b[�!�# .��$	
�- "R"#���� "42
 �( ��Fn

�� <�0� ����� lwn���# ���0� �#lwSn$�� " 
�./ , -�R "
cH ��� �! �0k� ��� x′Ox ��


 �-"42 �"
�_� ���4� ���0� �� , �.R 601 �_�- ��� "42
 ]��# �- o��4� �(−∞, ∞)����

����#�.# d-��- "42
 �( � ! �� (−∞, ∞)Fn� ! �# FnB a�# , -��- ���� .�.�� ��� � ! ,- 
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$( �# t+4.� ���, �- , �
� � � �.
�( .<0.R� �#�� V(x) "# �� )�07 ��� ����� ]-�R $%& ,

�� -,�k� x�� xx+∆<= �� �� "%	

 ��$��	H :

V(x) = Vn(Fn(-∞, x))    ⇒ V(x+∆x) - V(x) = Vn(Fn(x, x+∆x)) 

<0/ �#�� )x(f��#�� "
�0	Z >�� BZ]��# �- �[x, x+∆x] ����- ".	E	# ".	AR ,>�� .

����2� ��x"R �� "#]��# �t��� �0Rj� "# , -��- ���� <=)x(f".	E	# >�� xmax <= ^	
 ,

�� ���2� x"R �� "#]��# �t��� �0Rj� "# , -��- ���� <=)x(f".	AR >�� xmin ��$	��
 .U.�� 

� ! Fn(x, x+∆x) <,�- ��0E.� ]�a�� �# �f(xmax)8�c��� ,x∆0E.� ^	
 , -��- ���� ��

"# ]�a�� �f(xmin)8�c��� ,∆x<,�- ou��R � ! Fn(x, x+∆x)-��- ���� .U.�� ��#��#�
 ��( 

�� �� ��� <�0� ����� �� $%& "%	

 >��H :

f(xmin)∆x ≤ Fn(x, x+∆x) ≤ f(xmax)∆x

f(xmin) ≤ V(x+∆x) - V(x) ∆x ≤ f(xmax)

<0.R� <0/ �#�� )x(f"
�0	Z ��>��#��#�
 ^	
 ,�(�x≤xmin ،xmax≤x+∆x$( �����# 

>�� ����#�.# d���_.( �- "R∆x"# �	� �c7 ��d�.R xmax ,xmin $("#x�	� ���.�� d�..R :

����#�.# �H� ∆x"# �	� �c7 d�.R f(xmin),f(xmax)"# ,- �( )x(f�	� ��U.�� , �..R 

��� �#}"	�� ��H-�E� $���- :

U.�� ���# )�+?� $ & ���R >�� "R6��_

� "+��k� �� ��� $	.R :
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,)�+?� "	�� ���R ��-0!.

0
*< :%h� p�	�� O�)-N n)& � O� �� )�*� V^n)& � 0Y)�*� �� %��C M�

)-N :<!$ ��! M� $)-N :H< !� ��YO� &� )-N V^n)& � ��! .

M���� :8��! �0H ��R[^R�� d��O���� d���& <=��Sn���� ,lwn���# �1�� 

<= ��lwSn�� $	��
 .��O�# lwSn"
�_� -0Aa �OH �� -��, �� $	.R 601 ,<="R�2	2& -�a 

S�E� "# �@k.� ,�-�� >�� ��h�� $	��
 .U.�� ���# )�+?� "	�� >P�& ,- �e
 �- �� ��� 

�� $��	H :

)�P� ("�7�� ��0H ^R�� ��lwSn>�� �c7 :`�� ��$	.R "ROx��X ��lwSn�!�# .

U.�� 601 OH >�� �c7 ,O�# Ht+4.� ���!�# .�.�� O<�A( H]-0# <,�- ,lwSn�!�# 

��� ,fuX `�� >�� ����#�.# d"42
 �O<,�- ���� lwSn-��- ���� .<0.R� `�� ��$	.R 

"R "42
 �A�,� �@� p�
E� lwSn�0H ,n���# `,�c� "
!�- ���� �!�# .<0/ "42
 �A
�,� �0H BZ -��- ���� ��O"# "�7�� �>#�? R>�� <0/ ,�,� lwSn>�� ����#�.# d�,� 

H�0lwn���# ���� �# ���& lwSn^R�� dO8��! ,R-��- ���� .�0� �� "42
 �( �_�- 

�.
�� B"R �,� U��0H ���� �# ���& lwSn^R�� dO8��! ,R"�7�� -�	H ���� [���O
>#�? ���2� R>�� ���� �- ,Sn-��- ���� ^	
 .����#�.# �0H �# n���# `,�c� ���, >�� .

"42
 �B���� �# lwSn���, ^	
 >�� BZ d�@� �# p�
E� �0H n���# `,�c� ,lwSn

�� �!�# ."%	

�- �@� p�
E� <=U� ,- �0H n���# ^R�� �# O8��! ,R�� �!�#.

)V("�7�� ��0H ^R�� ��lwSn�	# , �c7 R>�� :"42
 �M�,� �� �@� p�
E� 

�0H n���# ���� ,lwSn�� �e
 �- $��	H ."�7�� �M�� O�# �#��# R>�� �P�& �- "R

"�7�� �H�� O�	# , �c7 R>�� BZ dM,H�
^��A
� ."42
 ,- �^��A
� H,M,- �(

�- lwSn����#�.# �
��- ���� -��
�� HM $(�-lwSn-��- ���� .^	
 OH �#lwSn>�� -0Aa BZ d
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WX �( �# <=-��
�� �.
�� HM ]-0# -0Aa "�,�� ,�∠OHM>��� )"AG�� (>�� �# �.# ,

"	�� ���0z�M	� $���- :

����#�.# "42
 �( "R�,� �@� p�
E� �0H n���# ,lwSn"
!�- ���� U� �# d�!�# �\.� ,

U� �0H lwn���# ^R�� �# H8��! d���� ,���& lwSn-��- ����.

6�& "42
 �N�0H �# �� "# �@k.� -�� lwn���# ^R�� �# H8��! d,

���� ���& lwSn�� �e
 �- $��	H .<�./ "R"
cH �!OH �#HN >�� -0Aa .����#�.# �-

L�M� $G�� "�,�^P� �∆NOH "	�� �# �.# ���0z�M	� $���- :

BZ "42
 �N"R �-Sn>�� "�7�� [���O�# �#��# R]-0# "%	

�- ,�0H �# n���# 

>��
 <0/ , -��- ���� �#lwSn$( BZ d-��- ���� �@� �# p�
E� �0H n���# , �0Rj� 

lwSn���, ^	
 >�� .����#�.# �@� p�
E� lwSn�0H ,n���# U� �- �� �_�� � �0Rj� �0H 

lwn���# "#^R�� H8��! d���� ,���& lwSn�4� ���..R.

)�("�7�� ��0H ^R�� ��lwSn�# �#��# R>�� :��� �- >P�& H�# lwSn,lwSn�# Sn

BZ d-��- ���� H�# lwSn���, >�� �� ,O"# "�7�� ��?>#R�� BZ d�!�# H�0H �# 

n���# `,�c� -��- ���� .�0� �� �_�- H�# lwSn$( ���, >�� ����#�.# d�@� p�
E� lwSn

�0H ,n���# `,�c� ���! H>�� ."42
 �( ��� �,� �@� p�
E� ��O"# "�7�� �>#�? 

R�� ��� -���� , �!�# T�2
 �A
 Y	# �
�0� �� � ���� �	z �- ���� �!�# 7)�0 ],ua ��Z �# 

"42
 -0Aa ���_�- $(�#lwSn>�( "R"�7�� [���O�#��# R�� �!�# .BZ��� �- 6�& 

���� lwSn�0H n���# ]-�+��
 U� o�2	�- �- �� "42
 �4� ��<= , �.R "42
 ��@� p�
E� 

�� U� �
�0� �0H lwn���# 8��! �# "# �c7 V��& ��= .

))("�7�� ��0H ^R�� ��lwSnY	# ��R>�� :��� �- >P�& lwSn�0H `,�c� �4� �� 

�A
 ��� �	z �- ���� d�.R )�07 T�2
 �1�2� "R�,� lwSn�� �
��- ���� O"# "�7�� �R
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�� ��� , �
0! �4���! �- "R]��0R ���� ��"�7 �T�2
 lwSn�� O)"�7�� �O�� lwSn(Y	# ��

R>�� � A��
 d���!�#.

"�0� �# "#>P�& ��\/ �� *�# <�0� "%	

 >��H "RU��0H n���# U� �# �� ���� lwn
���# "R���� �# ���& <=�0H �R��
!� -��- ���� " .�� �� , d-���
 <=U� �- �� �0H lwn
���# �4� ���.R.

0
*< :�3C 06�� )nO� )-N n)& � .-��� B! 0� ��B ��� ��&��:

M���� :<0/ "A( �6� !� Lk# -�0� ���� �- ���& �0H n���# ��<= d�.%.H ���� 

n���# "# �� <�0.a ���� ���� V��

� ��$	.R .���� ]�0�P- lwSn��� �- �� ���� ���� �-

�� �e
 $��	H .U.�� WXd�- �� Sn�# -0Aa lwSn$�� ��$	.R .�0H ^R�� �� )"42
 �O(
���� "
�_� �lS′n-���0� �� �#lS′n-$�� ��$	��A
 .������ �# �.# �	E	Z d�# lwSn>�� -0Aa 

BZ ���� �( �# ���0� $(<= ��# ��"�A� lS′n->�� -0Aa .Y	Z��>#�? �!"RU� �- 

���� ���� n���# WX�( U� �# -0Aa ���� lwn���# <=U� �- �� ��� U� �\.� ,"42
 

�4� ���.R .BZWXd���� lS′n-U� o�2	�- �- �� "42
 �4� ���.R .�,� WXd�0k� 

xO′x′>\� �# �� ]�0�P- +� ,��� O′�� �e
 �- $��	H .<0.R� �� �H� A�,� �0k� xO′x′"# ,

601 x���� dlwn�# -0Aa �� ���# lwSn$�� $	.R ��� d� � ��� )*�& �� -��- �� ��� :

)�P� (lwSn�4� �� �A
 "R �.R }��� �# "	�� ��	E	Z x≥R�� x≤-R ���!�#.

)V(lwSnU� �- �� "42
 )U��0H lwn���# 8��! �# �c7 (�4� ��"R �.R $%& 

"��- �lwn<= >�� �c7 "R��� �- 6�& "	�� �#�.# ��+� x=R ��x=-R >�� .]���
� �8��! 

�0H �c7 )(��>.

)�(lwSnU� �- �� �0H lwn���# 8��! �# �4� ��"R �.R -R≤x≤R�� �!�#.
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<0.R� �0H ^R�� �� )"42
 �O(�4X �# -0Aa lS′n-$�� ��$	��A
 .601 8�c��� OH"# 

>�- ]��= ��h�� $	��
 .

���� �- ���� n���# -��
�� ,- OH ,xO′x′���� �# lwn���# lS′n-BZ d�
-0Aa 

OH ,xO′x′$( �# ���0� <= �� , -0# �.(�0X "R �� ��(��� ����0 T04X �# ���0� 

]��Z WX��( �� ��� �� �#��# ����#�.# d�..R :

OH=O′A ⇒ h=x 

�.�� ���� lwn���# "R"42
 �� �A"# 601 x���0� �#lS′n-$�� ���0H �� d-0! ��

�4� �A
 �.R)x ∉[-R,R](<= �� ,U� �- �� �0H lwn���# 8��! �# 

�4� ���.R)x ∈[-R,R](.U.�� ���# �
��� $%& "��- �n�0H n���# }��� �# $%& 

"��- �lwn�0H lwn���# }��� �# d������ �	A( Y�# �#�� )x(f"R �� $%& "��- �

lwn�@� p�
E� �0H n���# ]-�- ]�! ���� �# ���0� 0Rj� >�� ������ d]-�R 6��_

� ,

�	�� $%& �0H n���# �� �� $	��0
 :

�� $	
�- "R�0H U����# 8��! �# R]��Z �4X "#601 R�>�� �.�� d$%& "��- �U�

<= R����!�# .F4� ^	
 ]���- �.�� $%& "��- ��0H ,- ���#,- �# �#��# �R.π>�� :

V�(R) = πR
V٢(R) = ٢πR٢
V٣(R) = ٣/:πR٣
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�� "R �	.	# $%& �0H ��( U�"� , ,- d���# >�� �#��# �7�& �# V�9 �-�a >#�? �-

8��! "#<�0� d-��#� -���� BZ"��2� ���2
�� 5-�7>�� .6�& `�� $	.R "R$%& �0H lwn
���# �+��9 �# �#��# >#�? V�9 �-<�0� lwnQ� R�!�# .`�� ^	
 ��$	.R "R$%& �0H �wn
���# >�� �#��# �#V�9 �-�a >#�? <�0� �- �wnQ� R.Bm� $ & �.+� �� ��2
�� " .�� �# 

$%& �0H n���# �7�& �# �#��# ^	
 V�9 �-�a >#�? <�0� �- nQ� R>�� >#�? d��$	��A
 :

Vn-�(R) =  λn-� Rn-�

Vn-٢(R) = λn-٢ Rn-٢

BZ "# �# �
��H��R >#�? ��2
�� ��"R -0! $%& �0H n���# �7�& �# �#��# ^	
 V�9 

�-�a >#�? 8��! �- "#<�0� n>�� .U.�� ��� ���2� N��9 >#�? )λn("R �� f�( ���\
 

"	�� >�� "# d>�- ��$��,= :

]-�� �� <-�R 60��� �- �(��R "4#�� d*�# �"%	

 ,�#,� "
��H ��-0!:

����#�.# 60��� "#>�- <-�,= $%& "��- �nU� �0H n���# )��+a >�� ��:
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<�A( "
0H "R]��- ��$%& -0! �0H n���# "
�# "#x,� <-0# -�� �� n�� �� ,-

"4#�� ���
�� "#>�- ����= .���, �- 60��� "G��� ]�! ���# "#>�- <��= $%& �0H �#

N�& <= -��#� -���� �P0��� "4#�9,- ��>�� .�� �� �%.�� �- $	(�0X ��� "4#�9 ,- "# �� U�

"4#�9 ���+� $	.R ."# �# ��	H��R ��#�0� <0/ F	k7 �^� �X dx�>A�� ]�
�A	��# �� ,��<�0� 

U� �#�� �
*01 U�"4#�9 ����^_��� �� ��� �#�� "4#�9,- ��-�R :

λn = (n-�) mod � * πk/k! + n mod ٢ * (٢٢k+�πkk!)/(٢k+�)! 
 

��� �� �# ��� ]�� � E� ,- -��- -0�, .>��
 " 
= U�"4#�9 <-�R ��� 60��� ��� �# 

[,� "
60��� �\.� ��
\# , �
 /0R �A
 �� ��	
X� �- �� " �# d-��jH �P0��� �
*01 , ��

]�	v	Z 60��� �� �� �+� �� ���Z �� -�,= .Q,- " 
= � � �# <�! ��� "4#�9 ,- "#[,� �0Rj� 

����+a "#>�- ��"R ��= "#)�07 80A%� )��+a ,- >�� �_�- "#"
0H ��"R)��+a >��
 

���# -�� ��-�2� n)��+a ,Q,- $(���# x,� ��-�2� n����� ]�E
 ��"# , �!�# ��R �01 

)��+a ]-�- ]�! ���# �	( ���2� n����� ]�! "
+P� , -0# �(�0�
 $( �� �@� �	./ o��4� 

�^	/ >�	
 .���# ��� � � <-�R ��� #�9 ,- "4��<�0� [,� ��_�- $( �� "#>��H ��R .���# 

����� ��� ]0	! >��
 ��#�� �# ���# �P��
� )��+� �	z ("#Q�
 �#�� "R ���H )�	9��� �- 

"
��E	Z "#�� ��R �	!�# �.!= -,� .��� �#�� �	
��
 U� �� ��# 6��_

� �	���
 Q0�0� "#6��_

� 

80
 Q,- ���,� "# �->BZ , ��= <= �� >#�? �!���# ���0
s�� �� >�� �A	A�� ���H �#�� "s

�2	2& -��a� ���A� ."4#�� ����� "# �\.� �%.�� �-�� ]�.�# ���0
s�� �# ���H �#�� �$	.s:

∀ n∈IN :  Γ(n+�) = n! 
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 *�# 60��� �� "s <�./	� "%��#�� ���H �#�� d-0!�s >�� ��� "# "�+1 -��a� 	���0
s�� ��

���# �� <�!�
As �&�, q���# , �
�-�H����2& -��a� �	2�A�� 	A��0
s�� �� >�� ��."# �#-
H��s	����� �A! �#�� ��
�0�	�<0/ �-��a� ���# �� ���0
s�� 6-���π,:/��	.s "+��k� .

�0H $%& 60��� )�07 $	
�0� �� �� <0.s�n��� "# �� ���# $	��0.# ���H �#�� �# ���0
s�� :

� <0.s��(�0X 	"4#�9 ,- $�"# �� *�# 60��� ��+� "4#�9 q�.s �	$.��#�����s �

� 60����� ��s "# �� ��H	��$:

��# *�# 60������A� �-�2� ��x^� "# x�( �k7	>�� �����# >+M��
 , F.�# <0.s�

0���n
� �	��x=n+P0��� ��- "# � >�=���A� "s ��-�2� ��n^� "# n�( �k7	c.� F��-

� 5�7 <=��..s:

��1 �H� <0.s�	�#��# ���# �� )٢+١). Γ(n/١Γ(n+�2� 	.s $	��- d$�$:
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�.��"4#�9 ,- ���# ]��= >�- "# �0H $%& �n��# ����, �- �r��\.� "
 , �.
�( 

��#�-�2� �+1 �	��n��# "r�# ��s	"�2�-��2& �	2�� �#��# $( �# <= ��.!�# .�#���� �	�H� N

�� "#��
� �Bnn
� 	�x(- ���� �� 	d$��#�"+��k� �)x(λ�� <�0� �� Q��s �("4#�9 ,- ��

�\.� "#��"#-�# ��R :

� *�# 60����� $(��� �� <�r�� ��0H $%& "s -��� ��(��� �- �
& �� ��k7�
 -��#� �# 	F

+��k�.s "	$.� �r! �-����H �#�� ��-0A
 �Γ(x)
 ,	�#�� ^λ(x))�9�0H $%& N�n��# �(

�
� ]�! $��:

y=Γ(x) y=λ(x) 

"+��k� Q�_.( <0.s��+
�� F4� ��]�s q�n��# �>�� :

0
*< :nH� �'��6 )-N )& �&�+ Q	�� �� ��!�� �3C M��'�� 0��`� � ��&��� .

)q�� D!�

r( �3C O�)-N )& �&�+ �'�� 0�K� � M���! ��!�� nH� �� �'��6 M�

)-N (.

M���� :���# )�+?� ��� "	�� >�- $R]�� ,- -��- -0�, :

[,� >��
 :�0H ,- n���# $(8��! �# ^R�� ��( R,ε+R�� �e
 �- �� $��	H .��� 

�0H ,- ����� "#�- �4� ε�� ���Z �
�,= .<0.R� �
P�& �- "Rε$R ��$%& d-0! ]���� "#
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�7�& V�9 εF4� �+
�� U� �( �0H ,- �� U�-^
 ��-0!l"# d"
0H ��"R�H� )R(Vn,

)R(Sn��#�0� ���# �
��� $%& F4� ,�+
�� U��0H 8��! �# R- �� ��� �& d�.!�#$��� :

f�1 >��
 ��� �,��� }��� �# ����� t
E� d�#�� )R(Vn>+�
 "#R�� ����#�.# d�!�# 

$ & >#�? >�� :

[,� Q,- :���# "#��	H��R ��� [,� 60��� ���# $%& T,��� n���# "R �� �	A( �- 

�@� >#�? ]-�c
�� -�0� �! �(�0X $	(- ���� .��"R �%
= "# �- >�- <-�,= $%& T,��� 

F4� �� ^H�( �+
�� �0H ���

 �� ,<=]-�c
�� ]�E
 >�� $( �� d�	A( o�2	�- �� �� ��R $	.R !

U.�� F4� �0H "# �� �#"�4� ��A! �U/0R ��	�# �� ����� $	.R ."�0� �# "#��� -��#� )��4� 

<�E��.k
� �
 ��	�# >�� ^	/ ����#�.# dT�2
 �H� <0���	Z "# �� �\
= �0H ^R�� �7, $	.R Q�( d���( 

�� ���Z "R �.�= U� �( ��� �� )��4� F4� �+
�� �0H Y2
 d]�a�� ����# �� �\
= ���..R�,

"# ^	
 >�a � /0R ��� ]�a�� 8�c��� �( ��� Q�( 8��! �# �#��# �( �0H �0X -0# �( .U.�� 

"
0_
�A( "RF4� �0H "#)��4� ���AE	# F4� �# $%& d�! ����� ^	/�
 <=$("#Q�( ��( 

1���# p�- ��� �
\# ]���Z `�� "R �	.R �
P�& �- "R]���� p��
 ��	�# >�� �� d<�0� <=<,�# �� �		n� 

$%& F4� ,>�0Z �.
�� 6�2��Z "P]�! "#)�07 >�� -�,= �- .��� �- >P�& $%& "��, �"#>�- ]��= 

�7�& �# �#��# V�9 <= �4� >&��� �- ]�a�� [�-0# �(�0X ." 
�./ ]��- ��p�- d-0! �-0\! ��� "
 
 ���# 

��(��� -���#, "� ,���# <��= ��	�# >�� �
� ! ��� d<=��2a �e
 �� "#607� ������ ,"
cH ]�! ,

"
X�.! ]�! F4� �- ��� V�
R >�	
 .
2�E��Z "R"# �%.�� �- �(� ����� ��� >�� "R���_.( "R��(����� -���� F4� �0H �� -��� , -0!

%� ��� -��#� ^	
"a0A ��( F4� �0H "#�	� �c7 ��t& �� ��/ d�.R $���- F4� ��� )��4� >�� o�+��2� �� 

`�� $	.R "# �� �\
= ,<�0.a ]�a�� ��( �#�� 60+� Q�( <�A��( "#$��	H ��R .�
�� ���Z Y��Z ��� "# V�
s ��� �- 

>�� ]�E
 ]-�- �� ]�..s.
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� ���# �� ����� "# d--�H "
0H ��"R$%& �0H 80A%� �# �#��# $%& ��� Q�( -0# �(�0X �(:

<0.R� "�0� �# "#" .�� $%& �0H �( n���# �#<�0� nQ� 8��! <=N��.
� >�� "# d��� 

)R(Vn[���2� N�&�# �� R�� ���� $	(- :

���# N	��� [,� ,- �# <0H�
0H >#�? ��"R -0! F4� �+
�� U��0H ���#�./ �# �#��# 

t
E� $%& <=>+�
 "#Ya��! >�� .�R�
� �# >�- ��<�0� ��@� 5���( ��� �� $ & �- �� 

"��.( >��� .>&��� �� �H� ]���- )�R.π(>+�
 "#Rt
E� $��	_# W	k� ]���- )πR�("#

>�- ��)��		n� �H� ^	
 , ��= $%& �0H )R�π'/3(>+�
 �� "#8��! <=)R(����# $	��A
 

>&��� �+
�� �0H )R�π�("#>�- ����= .� �# ^	
��[,� ��<�0� Y	Z �.	# "R -�R F4� 

�+
�� �0H ���#��\/ "4#�� �� �)�R�π�=S("+��k� ��-0!.

0�!-	�! 

"
�0
�� �n���# �0E.� dn���# �AG�� >�� "R]�a�� ��( <=�0H ��( lwn���# 

�� �.!�# .

<�A( "
0H "R�@� p�
E� ��( U��0E.� n���# ��(��� �# lwn���# ���0� ,- �# 

]�a�� �<=]��0A( 6� !� lwn���# ��#��# �@� d�.
�( p�
E� ��( U�"
�0
�� �n���# �#

��(��� lwn���# ���0� ]�a�� �# Y��( U��0H lwn���# ]�a�� �.
�� ���.!�# .�.
cH >�� 

"R "
�0
�� �n���# 0E.� �( �.
�� �n���# �� ! n���# >�� .
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0
*< :�3C 06�� )nO� 0�!-	�! )n)& � K�
(�! �� hK� � $a&`�< )R0H�!� B! )

0� ��� ��&��:

lwRn.h.lwV ==== λλλλn

M���� :����� �# �.# $%& $%& d"��- �n�0E.� �( n���# >�� �#��# $%& �# 

"��- �lwn]�a�� V�9 8�c��� �- �0E.� .����#�.# $%& "��- �nU� "
�0
�� 8�c��� �# �#��# 

"
�0
�� V�9 $%& �- "��- �lwnU� �( ]�a�� ,- �� ���!�#.

<�A( "R �01 "	�� �� ��+� "#>�- ��$%& d��= "��- �lwnU� �( �0H �� ��( lwn
���# ]�a�� "4#�� �� �# ��� ">�- ����=:

Vn-�(R) = λn-١ . Rn-�

8�c��� �H� "
�0
�� h$%& d�!�# <=)V(�7�& �# �#��# V�9 8�c��� <=)h($%& �- ]�R 

))R(lwVn($ & , -0# �(�0X >#�? >�� :

V^Rn.h.V^V = λn

0' 6 

"+�� �n���# �0E.� dn���# �AG�� >�� "R]�a�� ��( <="+�� ��( lwn���# �.
�( .

<�./ "RY	Z $( �� "
cH "+�� d�! ����#�c7 U�"42
 >�� ���# o�G�.M
�� ,�
X�� "+�� �

U� ���# "+�� �� ����# �c7 Q�* >�	
 "R"42
 �# �P0� -��
�� <-0# -0Aa ���� d�!�# -0Aa 

WX "42
 �# -���
 �.�� ."�0� �-"
! "R �	!�# "+�� �n���# U� �_�- �0E.� �( �.
�� � ! n
���# >�� .

<0.R �� ���! "
��� �- "R �	!�# "+�� $	A�� "
��� ��	4
�� N� � ,�	4
�� >�� ��� �� ,

��� ,� Q�
 Y���# ]��^H�# ]�! >�� .

� ! �- "kc7 ��_
0_/ ��# "
X�� <�! U�"+�� �"+�� �� �� ��( ]�a�� [�)"RU�

�
��- �
AR ��# (���	.	#:
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:��� )�`-� 0' 6 ))& �$� (a��� [T)0' 6 )O()& � (0HG� )0' 6 ))& ��
J (

0' 6 ))& ����+ s /� %
H	�� )0' 6 )0�)& � (

[0���� "R �	. 
 �P� !� R"$�� *�# �- ]�! ���0@� �\.� �
� ��� �� "+�� "
 , �.
�( �( 

�\
= -0X ."+�� ����# �c7 U� o�2	�- "42
 >�� $E/ �# ,]��- �A
 -0! .�	.vA( U�WX

)"+�� �U����# (6�� ^	
 ,��( �#�� )"+�� ����#,- (���.( �e
 �� <,�# >���9 �.
�( .

"+�� ��( "����# Y	# ,<= �� $(U� �- "kc7 �A
 "v
= , �.%.H "# *�# �- $E/ ��-�0X

���0@� �\.� >�� ��� �� 6� !� F4���
 �,� U�"kc7 ����#,- �� a �.
�� d"R��

"�,�� ��]�0�P- "
��H �\
= �� -0! .

0' 6��B :"+�� �( �n���# "+�� �� ��( �c7 ��n���# �	 E� ]�! >�� "R�� �\
= 

"+����� ��$	��
 .}¡� ��( U�"+����� }¡� �� ���# ��( "+�� �`,�c� 6�� ,��( <=<=)�-
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)�07 -0�, (6�� �� ���# ��( "+�� �>��
 �.!�# .��� "+����� "R �( ��^�� ]�
��� �U�

"+�� ���, �- d�.
�( <�A( }¡� 6�� d�( "�, d�( , �( ...�.
�( ."#�
�	# "+����� �_�- ��( 

���#�c7 },¢� "+�� "+����� ,��( U����# $(6�� ��( "+�� )]��Z WX��( ]�.(- �
0	Z �

},¢� (�.
�( �y�.
� .>P�& �- �7�X "R"+�� �`,�c� U�N� � ��� d�!�# ��^�� 

]�
��� N� ���� ]�	��
 ���
0! .�0� �� <0/ �_�- 8u9� U�N� � <�A( 6�� ��( <=

BZ d�.
�( 601 ��9 N� ���� �( 601 �# ��9 N� � -0X >�� �#��# .

�Nl�$ )�� 0' 6 :"+�� �( ����- �HK�, ��( >�� ��� .��� �HK�, �c���� �# �( "R��

"+�� "G��� $�-�- ? ^	
 >#� ���P, d�
0! <��= ��	�# >�� �� "R���# )�+?� ������ �� �\
= 

��_�- "R��� �- V�
R ]���	
 �
�)������ �
EH��# �	z U��0P0Z0� �� ,(]-�c
�� $	��A
 .����#�.# 

)�+?� �� �%.�� �- ��� ���--0X ����� ]-�R "# ,)�07 �R� ]�.�# �\
= ��$	.R :

lwQ�_.( �
X�� U�"+�� �n���# U� �� "+�� �lwn���# }¡� �( dU�]�a�� 

"# "�	�, �F4� �P0� ��0E.� $G�� "#}¡� [�y�.
� ]�a�� �- ��7, �_�- ��-0!.

�w"+����� �( �lwk���# ]�a�� �� �U�"+�� �n���# "+����� �# �[�y�.
� �-

]�a�� �"# ,� �	 E� ,� U�"+����� �k���# ���.(-.

�w"+�� �( �n���# ����- n�}¡� >�� .

�w}¡� �( �� U�"+�� �n���# n6�� ��"R -�jH "# ,- $( �# -0Aa ,- �.
�( .

�w�#k6�� }�A( "# ,- $( �# -0Aa ,- ��\P�� �� U�"+�� �n���# ���0�<U�

"+�� �k���# >X�� "#"
0H ��"R}¡� 6�� , �( ��( <= �_�- "+�� �k���# <,�- ^	
 

"+�� �n���# ]�! -�� "# , -�	H ���� �
�	# ��� �_�- "+�� �k���# "+����� �<="+�� �n
���# �!�# .

<0/ ]�a�� ,- �$( �# �0E.� �( ���0� �.
�( ����#�.# d]��Z WX��( "# �0@k� ��� ,-

]�a�� "R-��
�� �# ∆���0� $( d�.
�( 601 ���.!�# .�	.vA( ∆8�c��� ,"+�� �# ,- �( 

]�a�� BZ d�.
�( -0Aa �( 601 "A( �]��Z WX��( �	# �0@k� ]�a�� ,- 8�c��� �# �#��# "+�� 

>�� ."
cH �� ��( %	

 *�# "��"R -0! ]��Z WX���( "R�7�, �	# }¡� ,- ]�a�� �y�.
� �(
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�.
�()8u9� ($(601 8�c��� �.
�( �( .�0� �� "+�� �\.� �_�- �U����# >�� "R]�a�� [�

S�E� �����# , �!�# "+�� ���( ]�a�� -0X �
E	# -��#� �# $( �( "#"#0
 �����- -0X 8�c��� ,

]�a�� ���.!�# .����#�.# "+�� �( n���# �#n���a S�E� ��)��+a �\
= , --�H 601 �� �
� 

8�c��� 601 d8�c��� ]�a�� 601 d8�c��� ]�a�� �]�a�� ,..."# �\.�� d�
�	# <�A( �_�- 601 8u9� 

"+�� n���# "R �
� �# �� �\
= ai<�E
 ��$	(- .���# "
0A
 U��#�� $E/ �# �� �!0Z <� � �� 

�
��H �����[���a ,- �# ��� �- ��<�0� �		�� 601 -�R )la(`�a ,)�a(.U.�� "4#�� ����

���# $%& "+�� �n���# "#>�- ��$��,= :

0
*< :�3C 06�� )n0' 6 )n)& � ��! ��!�� %J�C �� j�L -F.KtL! M�.

M���� :����� �# �.# $%& $%& d"��- �n�0E.� �( n���# >�� �#��# $%& �# "��- �

lwn]�a�� V�9 8�c��� �- �0E.� .BZ$%& "��- �nU� "+�� >�� �#��# 8�c��� �# "
�0
�� 

V�9 $%& �- "��- �lwnU� �( ]�a�� ,- �� .��� �P�& �- �>�"RU� �( ]�a�� ,- �� 

"+�� ���( U� �# �.
�( �
AR ��# .���1 �� $%& "��- �U�"+�� �( U����# w"R<�A( 

]��Z WX>�� w>�� �#��# 601 �# <=]��Z WX.����#�.# $%& -�0� �- U�"+�� 601 �# 8u9� ai

W#�,� >�� �����# ��� :

(ai)=ailV

Vn(a�,a٢,a٣,...,an) = h.Vn-�(a١,a٢,a٣,...,an-�) = an.Vn-� (a١,a٢,a٣,...,an)

BZ $%& "��- �nU� "+�� �n���# "#8u9� ai>�� �#��# �#:

Vn(a�,a٢,a٣,...,an) = a١.a٢.a٣...an-�

0
*< :0' 6 �� )n)& � )!�!� 0' 6��B )k)& � ��! .

M���� :`�� ��z= �- ��$	.R "RU�"+�� �n���# ����- Cube(k, n) "+����� �

n���# �!�# .��$	
�- "R"+�� �( �n���# ��0E.� $G�� ]�a�� �# ��( "+�� ��( lwn���# 
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>�� .U� �( ]�a�� ,- �� �lwn���# ��� "+�� �n���# ����- )lwCube(k, n"+����� �

k���# >�� �!,� ,>�� "R��� "+����� d-���� ��( "+�� �n���# �� ^	
 �.!�# .<,^�� �#

U� �( �\.�� ��)lwn,lwCube(k "+����� �lwk���# ]�a�� "+����� �# �[�y�.
� �-

]�a�� ��	 E� �_�- U�"+����� �k���# ���.(- .�0� �� ����� �( �_�- "+�k���# "R

��� �- "+�� �n���# Q�A� �� d�!�# }¡� Y��( �,� U�]�a�� >�� �X�# �� ,U� �- �\
= �� 

]�a�� "	2# ,]�a�� �- ��
��- ���� �_�- .)�07 ,- �( �- ��� "+����� "+����� �� ���( >�� 

"R [��A! �� �\
= *�# �- $�-�R .����#�.# ��"+����� -�� ��( k���# U�"+�� �n���# �#��# 

>�� �#:

)lwn,lw+ Cube(k )lwCube(k, n �Cube(k, n) = 

U.�� "# �# ��	H��R �,� ��2
�� n$ & >#�? �� ��$	.R :

�� $	
�- "R"+�� �( ����#�c7 )"42
 (U� o�2	�- "+����� ����#�c7 BZ d-��-  &$

���# �n= >�� �����# "��2� ,�>�� �����# ��2
�� :

�w��) =�,�Cube ( 

� >#�? <0.s��.s	��# $r& �H� "s $�n�( ,k�01 "# �"s)≤k≤nD(�!�# �����#

)P(n)(d��#��n+ ,�(�≤k≤n+D
	>�� �����# ^))�P(n+(.
EH��# 60��� �� �H� ����

���# ]�!-���.s ]-�c
�� 60��� )�+?	]��^H d$�P(n) ��# �\.��≤k≤n�-0# �(�0X �����# .BZ
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 �′O)�k� ��u� OX ,lS′n-("#"�7�� �>#�? R.XO′/XO ]-0# ��0H �# ,lwn
���# �	A( �# 8��! ^R�� ,′O-��- ����.

)�+?� �- "A	
 �Q,- "	�� >#�? ���# "R -0! "42
 �( �.
�� A′�,� ��0H lwn���# "#

^R�� ′O)�k� ��u� OX ,lS′n-(8��! ,R.XO′/XO ���� �- lS′n-���, F4� �# 

�1,��� ]�! -�� -0# �(�0X :

���# �)�+? ��X�4X "#A′�7, ]-�R <= ,"��-� �� ��$	(- ��lS′n-�- �� A�4� �.R .
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�E�# ��� � �# �%.�� �- 6*�
�� �� "A	
 �>��
 "	�� "%	

 ��"R -0! OA ,O′A′
���0� �
� ."	�� �# �.# �"+! BP�� $���- :

OA = XO/XO′ . O′A′ ⇒ OA = XO/XO′ . R . XO′/XO ⇒ OA = R 

A�,� lwSn�� , -��- ���� O�	A( �# "# ��� "�7�� �R>�� �.�� dA�,� ]�a�� �

T,��� ���, ]�! ,XA "R]�
�	H�#�- �A′>�� � � dT04X �� F4� �1,��� -0# �(�0X .

��� <��# >�� �.�� "RA′�,� F4� �1,��� ��- ���� $ & , ->#�? >�� .

0
*< :�3C O�b$��� X<�� n)& � K�
(�! �� h-h′′′′K� � a&`�< )R$R′′′′B!

0H�!� )0� ��B ��� ��&��:

V = λλλλn-" . (h-h′′′′)/n .  (Rn-R′′′′n)/(R-R′′′′)
M���� :���� ���& T,��� n���# �� �0Rj� Sn���� ,���& ]�a�� ���^# <=��lwSn

�� $	��
 .}¡� �� Q�( -0Aa AH ]�a�� �# �� �Q�( �� -��, $	.R .����� �# �.# T,��� ��� d

]�a�� ^R�� �� -0Aa ��-�jH .<0.R� -��
�� �- AH �0k� xOx′�� �e
 �- �� $��	H "#"
0H ��

"R <= ¡�+� �k� �1�2� AH ]�a�� �# �U/0R �!�# .�-Sn���� lwS′n���0� �� �#lwS′n$�� 

�� $	.R "#"
0H ��"R"42
 �� ��"#601 x�0k� �# xOx′-�j_# .U.�� �#�� )x(f�	./ �� 

����� ��$	.R :

�H� x<h′�� x>h ���� d�!�# lwS′nT,��� �4� �� �A
 "R �.R ��� �- >P�& $()x(f��

�� �c7 $��	H .

�H� h′≤x≤h]�_
= d�!�# )x(f$%& �# �#��# �� "��- �lwn�@� p�
E� "RU��0H 

>�� lwn���# 8��! �# R.x/h �� �e
 �- $��	H .��� 8��! �� �� <�0� "#)�07 ��( R′.x/h′
�� (R-R′).x/(h-h′)$( >!0
 .<0.R� "	�� �# �.# �Q0� ��� Y�# $%& Q�( "4#�� �� �"# ��� 

>�- ����=:
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���# �&<-�R 6��_

� ���R *�# >�� "R��0�� Q�%
� �� ��� �	n
� $	(- :

BZ $%& "��- �nT,��� S��
 n���# "Rh,h′�7�0� ]�a�� ,- �<=}¡� �� 

F4� �1,��� ,R,R′8��! ��( <=]�a�� ,- "4#�� �� d�.!�# �"# ��� >�- ����=:

V = λn-l . h/n . (Rn-R′n)/R  
V = λn-l . h′/n . (Rn-R′n)/R′
V = λn-l . (h-h′)/n . (Rn-R′n)/(R-R′)

��� �- �H� ^	
 W#�,� "#��� R′,h′$	(- ���� �� �c7 60��� d$%& T,��� ���R "#

>�- ����= .<�./ "R]��- ��d-0!$%& "��- �nT,��� ���R n���# >�� �#��# �#

�7�& V�9 8�c��� $%& �- "��- �lwn]�a�� Y�# T,��� -��#� -���� �# :

V = h/n.λn-l.Rn

0
*< :�3C 06�� )n#�� X<�� n)& � K�
(�! �� h′′′′0Y �3C 06�� )na&`�< )�� 

M� �� ��!�� S$S′′′′! 7&���0H�!� B)0� $� 0� $� ��� ��&��:

M���� :Q�( T,��� ,S��
 n���# "R �� 8�c��� �# �#��# ,- �( h′>�� $%& ,

"��- �lwn]�a�� ���^# �#��# ,- �( �- S�� �� �e
 �- d�!�# $��	H .]�a�� ���^# Q�( ��

lS]�a�� ,���^# T,��� ���S¡� d}F4� ���( ��lA}¡� ,F4� T,��� $( �� �A
�� $	��
 .<=<�./ �� ,- �� ���� $	(- "R<�!-0X U� �- ���� n���# ]�a�� ,<�E��( U� �- 
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���� lwn���# �
�	H ���� w�.�� ���� ���& <�! )Sn(� � ]-0# ���� ,���& 

]�a�� ��( <�! )lSn-( � ^	
 ��!�# (T�2
 ^	
 ,lA,�AU� �- �0� lS′n-���, �
0! .U.�� 

>#�? ��$	.R "R���� �( lwn���# lS′n-"R ���� �- Sn���0� �1�2
��
 ,�#lSn-$�� 

�	( �� d-0! U�<= �� � ! ,- �4� �� �A
 6� !� �- �� ,- �( �� , �.R lwn���# "
�# ���4� 

��"R �.R $%& "��- �lwn$( �# �\
= >�� �#��# <= �� ,"%	

 ��$��	H "R$%& "��- �n
]�a�� �U/0R � ! ,- �( �- ]-0# �#��# "# �.# ,`�� �# �#��# S′�� �!�#:

��(-0Aa ��z= �- lHlA,�H�A���� �# �� lSn-$�� ��$	.R ������ �# �.# dY�# ,�6

��(-��
�� ��� ]��Z WX���(-0Aa �\.� �( "R �.
�( ���� �- ���� Sn�� A"
!jH ���� �# ,

lS′n-�
-0Aa .�	.vA( ������ �� �@� 6,� "%	

 ��"R -0! U� �( ��� �� ���� -��
�� ,- 

lS′n-U� �- �� U� �\.� ,"42
 �4� ���..R ."42
 ,- ��1�2� "#>�- ]��= "# �� N	��� ′lH,
′�H�� $	��
 .<0.R� ]��Z WX��( ′lHlH,′�H�H���� ,- �# lwn���# ���0� lSn-,

lS′n-<= , �
-0Aa �4� �� ,- ���..R .BZ$���- :

A�H�=A�H�=h   ⇒ A�H�′+H�′H�=A�H�′+H�′H� ⇒ A�H�′=A�H�′

W#�,� �� "kc7 ��+� �#��# �"# ��� >�- ����= .<0.R� ���2� -�-���� �# �.# k�# �#��# ��

�	��1 ��-�2� ��� �,��� �� ���� $	(- :

k=�H�/A′�H�A=′lHl/AlHlA

�@� p�
E� lS′n-Q�( �# �� lS′T,��� �# ,�S′�� $	��
 .��$	
�- "R"42
 �H� ���.
�� 

M�,� �� lS′"# }¡� Q�( )lA(�7, $	.R �7�& -��
�� d���� lS′n-"42
 �- �� ��<0/ 

M′� ! �� lS′�4� ���.R .���# ^	
 �(M′�- lS′�7�& "42
 ��<0/ M�- lS-0�, 

"R -��- �#M′,lA�,� �# U�WX>��� -��- ���� .<0.R� ��(-��
�� �� �1�2
� t+4.��
 ,

lHlA,MlAU� U� �\.� ,"kc7 ��"R -�jH �@� p�
E� <=�#lSn-,lS′n-��(-��
�� d

MlH,′M′lH�.
�( .��� $( �# -��
�� ,- ���0� �4� �� �_�� � ���� d�
� �A
 �- ^	
 , �..R

U� "kc7 ���.%.H .<0.R� "	�� �� �BP�� "��.( �- �"k4�� 60��� "%	

 ��� ��-0!:
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k=MlA/M'lA=′lHl/AlHlA

BZ ���# �(M���2� MlA/M'lA>�� �#��# >#�? ���2� �# lHl′/AlHlA"R <=��k
$��	��
 .�.�� lS′B
�%� lS>+�
 "#lA>+�
 �# ,B
�%� k>�� ."#�	A( N	��� >#�? 

�� "R -0! �S′$( B
�%� �S>+�
 "#�A,>+�
 �# B
�%� k�� �!�# .����#�.# �	# $%& 

��� ]�a�� ��� �( ��#��# �� �� �( <�0� >!0
 :

S′�/S� = S′‚/S‚ , S� = S� = S ⇒ S′� = S′�

"%	

�- �7� �# �.# $%.Z )$	A�� �7� ��	P�,�R (� ! ,- $( �# �0Rj� �
�#��# .����� �� 

$%& $(

"%	 ��"R -0! $%& ��( � ! ,- $( �# d�#��# �
�#��# .�.�� $%& "��- �nQ�( 

S��
 n���# 8�c��� �# h′"R $%& "��- �lwn]�a�� ��( <=�# �#��# S,S′>�� �#��# d�!�# 

$%& �# �1,��� "#8�c��� h′"R $%& "��- �lwn]�a�� ��( <=T,��� #�# �#�� S,S′
�!�# .<0.R� $%& "��- �nT,��� "R<�A( $%& "��- �nQ�( >�� �0Rj� >�� �#��# d�#:

�
!�jH �# "# �c7 ��� S′,h"# ��� h′"%	

 ��"R -0! $%& "��- �nU� Q�( 

���R n���# >�� �#��# �7�& �# V�9 8�c��� $%& �- "��- �lwn]�a�� Y�# �#n��

Q�( -��#� -���� :

h.s/n  =V
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4
0� ���!������)� �� �! �&���	�  

-�%� �+� �- "R �� �( ��� ��(��� �� ���-�# �4X ,"#<�	� ��"+.� o*0A�� d��= �

���.( �� -�� �� ��� -,� ."v
= �%
= �- $\� >�� ��� >�� "R"a0A%� ��� ��>�� �(��-�# �� 

"R 6�Aa� �# ����� ]�! �X�# �- 60��� �� �7 �(5��� d�..R �P�& �- >�� "R�X�# ��� �� 

���.( �	+�� �(��
cH ���=��R , �+�� ��	�# �X�# �
& , �
��- ������ �� ���� ���-�# ���	�# 

������� �� "R �� ��� �- V�
R � �# "��2 �<�,��� >#�? $�-�R "# d�H-�� �� �	�i� "# d�..R "
0H ��

"R �
	���, ��_
� "
�_� "R -��- -0�, ]�H��- ,- �� ]�(�E� ^��A
� ����# ,]�! "%	

 �- ,"#

<�#� ,- ),�c
� <�	# ]�! >�� .f�( ��7� ��� Y�# V�
R �� "A��� d���� <�#� ,- "#

>�� �_�� � .���, �- $	
= �# "+.� �� ��( ���.( L&�+� ���� ���-�# ]-�R ���� != �� ,

��
0	Z �	# "��.( �$���� �����# �(��-�# �+� , -��#� .

Y	Z <�
�0X ��	
 ��� Y�# �
�
�- ������ ���� ���-�# 6u2
�� d�4X �_
�#�, d�4X ,

"��Z )�.+� ("R<�!�R� �� �%.�� �- ���--0X ��$	.R .
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0
*< :)�*� �� :6�� n7)& � n%G	�� �!��� �HT )�*� �� V^n)& � �]� &�3�N.

M���� :������ �- Y�# >��
 "
cH "R �! �(nWX }�A( U� �- ���� n���# 

�� �.%.H .)�+?� �# ��� "	�� >#�? "R �! �(�0X n�-�#�2
�� ��4X )"R�_A( ¡�+� �� 

�� �
�jH (U� �- ���� lwn���# �A
 BZ d�.%.H <0/ U� �- ���� n���# ��� ���
�	H

BZ n�2
�� ��-�# �4X ]��0A( f��� U�� ! n���# ���� , �.
�( ���& "
�_� ��<0/ 

IRn�
��-.

���# )�+?� <�(�# ��X "# �� �R�� �$��	H .�.�� `�� ��$	.R "R��(��-�# ]�!-�� U� �- 

���� lwn���# �.
�� lSn-��� �
�	H .<0.R� ]�0�P- ��-�# �P��� ,�c7 �# -0Aa �� lSn-,

���, ���� �- ���� �� �e
 �- d$��	H .L&�+� �� ���� ���-�# ��$	
�- "R�(n�2
�� ��-�# 

�4X ���� �- IRnU� "��Z )�.+� ("#�� ��A! ��-�# �( , �
,� IRn�� �� <�0� "#)�07 

�+	R�� �4X ��� �� n>!0
 ��-�# :

�!,� >�� "R��� �- "ekP �	( "# ^	/ ]���
� �U����.� <��-�! �� �A! �A
 "
+P� , �.R 

� A� >�� ���# �#�	
�- "#��� .���� >�- "#���R �( <= �H� �
& d�	
^# V�9 ��R <-�R 

�
,�- ��-�# �	��1 �- ��#��# �!�# *�# :

"
0_
�A( "RY�Z �# ����- <-�R V�9 �
,�- >+�
 "#�A� "# , �(��-�# ��	H ��R 

�HK�, Q0� V�9 ��(��� �- �P� �� ���-�# $	
�
�0� �7�& V�9 �
,�- ��-�# [-0X �- 

N�& �# �� �a0A%� ��$	��0.# �( .��� ���� �# lSn->�� -0Aa BZ d"A( �# �

��(-��
�� <,�- <="�A� �� ��(��-�# �� -0Aa BZ d�!�# �7�& V�9 �
,�- �c7

]-0# 80A%� ,$( �0Rj� �� �c7 �# �#��# !�#�.��� "%	

 ���# >�� �.�� "R]���
� ���-�# 

fuX �# "v
= "R`�� ]-�R $�-0# >�� �c7 �# �#��# .����#�.# }��� �# <�(�# ��X >#�? 

�� "R -0! `�� <�	%.H U� �- �(��-�# ���� lwn���# � A��
 d]-0# ,n�2
�� ��-�# 



٧٧

�4X ���� �- lwn�#���A
 U� , �.%.H � ! n���# S�E� �� ���..R.

"	�� ��"R"
cH �	
��
 d�! �Z�	# �� W#�,� ��+� ���� ���-�# "	�0� ,���.( �\
= 

�� �����# �.R .���, �- ���_.( "Rn�2
�� ��-�# �4X ����� d�.!�# n���# S�E� �� 

�� <= �� �
AR �- , �..R A
��.%.H .6u2
�� ��
cH �- �4X "#��� -���� �(��-�# )n("
cH ���# 

�� <0.R� , �! ��"R �	.	# ��� <�A( ��# ���� -��#� -���� ���& ��� n�2
�� ��-�# �4X 

>�� l.Q0\c� �.	
��
 "R"��.( �- �� �<= �� -��#� "#���� ���	��� �� -�� $	.R <�A( d�^	/ 

>�� "RQ�
 -�%� �+� �- ���� ���-�# Y���# �� ]��^H �
� .<�A( ^	
 "
0H "R�- ������ 

"��.( ����	��� "a0A%���� ��>�� U� �� ���� ���	��� "R���	��� -0X �+� �- d�!�# 

$( -�%� "a0A%���� ������ ��>�� U� �� ���� ���-�# "R[-0X $(���� ���-�# �!�# .

���# N	��� "��.( �- ������ �$( -��#� "
�
�� ����� �- ������ ���-�# >�� .

���# <�	# >(�+! ��( �� �_�- <�0� >cH "R],�H WXn���� "R �� Y�# �- ��( �	E	Z 

����� $�-�R ���, �- "
�
�� �n�2
�� ��-�# �4X >�� "R"#<�0.a U�"��Z )�.+� (���# 

����� U����� ���-�# n���# "#�� ��R >�� .���, �- $(],�H WXn���� $( ,8�A
�� 

��(��-�# ��.+� ���� ���-�# n���# �P� !� ,- �( dn���# <= �� �
AR �- , �.
�( ��� 

�A
 "
0_
�A( , �
�	H "RU�"a0A%� �#��(��-� "
�#�, ��4X fj& �# U�"# ��-�# �./ �� 

"a0A%� ���2
�� �4X ���+� ��"a0A%� d-0! ��T04X �� }�A( "R�	 E� U�],�H WX

�A
 �� ^	
 �� �.(- <�0� �
!�-�# �# WX�104X �� "#U�],�H WX���+� -�R .�.�� ���# ����� 

���� ���& n�#"
�#�, ��- ��4X ���	
 d"#"A( �<=>�	
 �(��-�# >�- ,$R� � �\
= �� 

���� �- ���& ��(��-�# ��� �_�- ��-�	H.

0G?C $� O� B! �
3�B 

"	�� ��"R��� �	./ �#"��2� <�	# T�+��� d�! |.��_.� �A\� ,�	# Lk+� ,- ���.( ,

��	�k� # -��#� �� ����� -��� ."#>�- "R �
��= ��� Q�H -0X �H�^# >�� ��
��� �- <-�- �
0	Z 

L&�+� ���� ���-�# "��.( ,�-��#� ." 
�./ �X�# ��- �	(�0X ������� �� "RY�# �- �� 

1]�0�P- ��-�# �( � �- ������ ���& n��# ����� <�0� "#)�07 N	R�� �4X ��� �� n<�	# ��-�# -�R.
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>��
 >#�? $�-�R ]��^H ^	
 ,���( "R6u2
�� ��
cH �- �_
�#�, ,�4X O�4� ���
0!

�� �	�i� �� �_�� � �..R ."
0A
 �./ �%.�� �- ]�! �R� �\
= �� �
�:

�N! S)�*���B V& x� 7&��� S& � B! V��! �	]Y :

Y�# �- >��
 "# �# ��	H��R �7� Q��\/ 607� �� 8090� $	A�� ��� "	�� "# �� <�#� 

���.( >#�? $�-�R :U� �H� � ! m���# �-U����� ���	��� n���# ]�_
= d�!�# m
U/0R �,��� �� �� �#n>�� .

�N! S)�*���B Va�-� & � $S& � �� V&��� ��!�� SM�]� V��! .

�	�0� "	�� �Y�# 6,� "%	

 �- ,�	�0� "	�� ���� V�
R 6-��� ���.( ��� "	�� ��

�	./ <�	# ���.R:� �H�U���� ���	��� n���# ���! U����� ���	��� n���# <= d�!�# 

$( �# ��� ,- t+4.� �
�.

0`-]3���B �� )��(�� %G	�� �!��� &�+ B! �HT %G	�� �-T �HT ��! .

��� "	�� <�	# ��_�- � � �� ������ �� Y�# >��
 >�� �.+� " .�� �# �(kWX ��

U� ],�H WXn���� �	 E� -0X U�],�H WXk���� ���.(- .)k≤ n(

K�]	6! 0	��!$ �!��� &�+ )�HT �� B�� ���� �!��� �� �� 0	��!$ )�HT ��! .

�!,� >�� "R"��9� <-�R WX �./ }�A( "#nWX }�A( "R],�H -0X WX�.
�	
 

�A
 ],�H �
�0� WX����� ]��^H �# �.# ���� d-���# ��	E	Z ],�H WX<-0# nWX }�A( 

���# �0Rj� " 
= 8�A
�� <=�104X �# ],�H �_�- WXT�! d�!�# Q�* >�� .��� "Pi�� ^	
 �� 

�� <�0� �	./ "R -�R �	+�� ��(��-�# �� ��-�# ���9� "R"a0A%� �- ���(��-�# "
�#�, ��4X 

8�A
�� �- d�
��- -0�, <=��_�- ��-�# �( �# <�A( , �
��- -0�, ���9� �7�.a ���# " .�� 

8�A
�� �7�& "
�#�, ��4X ���R d�!�# �
�.

)���!��� %
/�( a&��� )0��� )%G	�� ��!&��	�! �HT &�	�� .

"��Z �-���
�
�� n���# ���! n" � ��-�# �"# ,- ->�� ����
� ,"R��(��-�# <=�-
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601 �0k� -��
�� `�a d�( , �( ...�
��- ���� .��� "��Z "#<�0.a <��= ���� "��Z )�.+� (���# <�	# 

<-�R "A( ���(��-�# n���# "#�� ��R -,� .$	A�� ]��^H �Y�# �- �0Rj� >��
 "#UAR 

���2
�� �9��� ���# )�07 >#�? ]�! >�� :�(nWX }�A( "# ,- $( �# -0Aa ,- U�

],�H WXn���� �	 E� �� ���.(-) .�n≥(

V+nO� �� �!��� )�*� )�!��� n)& � 0	��!$ )�HT &�	�� .

B a �	2
 ��� "	�� "#�!,� ),�c
� )�+?� �# ���-�# <="kc7 �- ��+� >#�? �!.

��$	
= �# �%.�� �- �"R6-��� ��� ]��^H "��.( �- �>#�? �� -��#� $	.R .)�+?� "#<�(�# ��X 

>�� :�H�l+nWX }�A( U�],�H WXU� �
���# �� ���� l+n���# �	�� �� ���- , �..R

���� n���# �A
 ��� , �.%.H fuX `�� >�� BZ dl+nWX }�A( -U� ����� 

n���# �	 E� U�],�H WX�A
 �� �.(- .��� ]��^H <�	# ���.( ��� "	�� >�� .

)�*� �� )�!��� 0Y)!�!� ����	� &m-� )!�!� 7&��� )��'� ����	� ����� .

6-��� ��� "	�� "��.( �- ��� �� -��#� <�0� "#��� )�07 <�	# -�R :���� ���& nWX 

}�A( ����- U�],�H WXT04X -���� �# �(�.
� >�� .���# )�+?� ��� ]��^H ��� �� "	�� 

]-�c
�� ��$	.R "RnWX }�A( U� �- o�A
& ���� n���# ���.%.H .����#�.# ���� ���& 

$( �\
= <= �- ���� n���# ��"%	

 �- d�%.H �� ���# �����& <=T04X �-�a U/0R �� ��

�,��� �#n>�� .�0� �� <0/ �_�- ���� ���& ]�! -�� ����- >�- $RU�WX>�� BZ

<= ���# U� �� >�� �
E	# ����#�.# d�-�a �k	k7 <0/ mT�! �- )�n≥m≥("R -��- -0�, 

���� ���& nWX }�A( �0Rj� m���# -0# ]"%	

 �- ,����- ],�H WXm���� �(�.
� 

�!�#.

[T �� O� �� �-]` )�*� ��&
?<! 0]� �� )b-HT M���! �-]` �*� .

fuX�# ]��^H �./ ��+� "R"��.( �� ����# -��#� �
�+	
EZ ������ �� -�%� �+� 

"��.( �UAR ��$	
��H ��� d[,� ��# ��( -�# ��� ���# �� )�+?� ]��^H �����.( "#��R 

�� $��	H .]��^H ��"R"
cH �7� d�! "a090� �$(-��� "��.( �>�� -��#� "RU.�� �+� �# 

<= �	�i� �@� �(��-�# $���- �� :
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`�� ��$	.R "R��-�# ���� �# Sn�!�# -0Aa .����� �� ���� �- ����� Sn"%	

 

�� $��	H "R��� �- ��� n�2
�� ��-�# �4X �.
�� )���, �- U�],�H WXn���� (-0�,

"R �
��- ��-�# >�� -0Aa �\
= �# :

�0� �� �� �_�- $	
�- "R���� �- Sn]�0�P- ��-�# �( <0/ �� �� <�0� "#)�07 

��+	R� �4X ��(��-�# �� >!0
 :

��1 �- �� ��-�# <0.s�	
,�- V�9 ����.s	$.

�(��-�# V�9 �7�&��# �#��# ,�
-0Aa $( �# ��-�# ,- �#� , ]-0# �c7 .�H� BZ

��� �# ��-�#�Sn��� �� ]�0�P- ��-�# �( �# d�!�# -0Aa�Sn>�� -0Aa $( .

] (
j�L ���)���!��� 

��-�# ,-α,β�- �� IRn���	_# �e
 �- .��$	(�0X �7�& V�9 �
,�- )�-�a (��� ,-

"# �� ��-�# >�- $��,�	# .���# ��� ���R ��R >�� "R��-�# α�,� �� ��-�# β$	.R ��0@� ��

����� ��-�# "#Q�
 β′ "#>�- ��= .<0.R� V�9 �
,�- ��� �# �#��# ��-�# ,- �7�& V�9 

]���
� ���(��-�# α,β′�� "�,�� �H� ^	
 , �!�# ��	# �� ��-�# ,- θ"cP0� ,��( ��(��-�# α
,β"# �� N	��� αi,βi$	��.# "4#�� d�$( ��� >�� �����# :

α.β = |α||β′| = |α||β|Cos θ = α�β�+ α�β� + α'β' + ... + αnβ n
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<0.R� ��(�0X$	V�9 ���-�# )�
,�	# (��� �- �� ��-�# ,- IRn"+��k� $	.R .���# ��� 

<�.	���- �� ��R V�9 ���-�# �A
 <�0� ]-�c
�� "
0_
�A( ���� d-�R "R�����# �	.	# �<n-���� 

��(�4� B����� "R ��� ]��0A( "�>�� <0
� -���� �# ��( <="R���� ��# #���-� >�� 

]-0+
 �#��# "%	

 �- ,B����� ��#�� ��� �A
 �!�# .����#�.# "R �%
= �� <�.	���- ���# �\.� 

B����� ��( ��#�� ���_.( d-��- �.�� "R�<nV�9 d�!�# �����# ���-�# ����� �A
 -0! .��� 

���# -�0� V�9 W�
�� )"�"
�H ��-�a ($(�����# >�� "R ��/ d<�.	���- B����� "���4� 

,n�
0
� <=���_.( �\.� ����� ]�! >�� "R�=n�!�# .B����� ��( ��� ��� 8090� "# �� 

�#0X <�E
 ���.(- :

��� � E� ]�H��- �� �� ���.( ��<�0� �	./ "R -�R �	+�� �7�& V�9 ���-�# ��-�# ,- 

�
$(��
��� �P��� <= -0X �# d�c7 �	 E� ��-�# ,- "��2
�� ��-�# �4X ��"R �.(- �04
�A( 

"R ��>�- �	
�- $R"# ��	
 U����� "����# <= �� �
AR �- , �
��- �A
 �.%.H .BZ�-

�
P�& "R�<n>�� "� d��-�# α,β,β*α�- IRn�A
 �.%.H .�	.vA( ��(��� �- Y	# 

"� �� �# ��# ��
��� ��A! ��(��-�# �# -0Aa α,β��� �� , -��- -0�, ,�β*α>P�& �- 

�>n$( �-IRn����� �A
 -0!.

BZ V�9 ���-�# V�9 ^	
 ,�4�
�� "R�� �� $	��.! ���# �\.� ���� �IR ����� 

�� ���# , �
0! IRn$	A�� ��jZ" 
= �_� �.
�	
 "# �� �\
= )�07 ��R ��� ����� $	.R .

j�L )�!��� )& � &�+ :���� �- n���# IRnV�9 d���-�# n���# lwnd��-�#

���-�# <�A( �- >�� ��� .����#�.# V�9 ���-�# "a0A%� �� �IRn* . . . *IRn�- IRn

����� ��-0!:

ρn : IRn . ** . . IRn → IRn
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�7�& ��-�# V�9 ���-�# n���� �- ��-�# IRn<�.	���- �� "# ��� >�- ����=:

��� �- Y�# >#�? $	(�0X "R -�R "# ��-�# >�- ]��= �( �# lwn>�� -0Aa �0Rj� ��-�# .

<0.R� >P�& �./ {�X V�9 �� ���-�# ���#�./ ����� �� �k� ,"+� ��$	.R :

>P�& �- l=nV�9 ���-�# �-IR ����� ��-0! .��� �Aa ��� �- >P�& �	( �-,�, 

]��0A( , -���
 " � ��-�# �# �#��# �601 �0k� �� �( �!�#:

ρ� = |i| = i 
 

>P�& �- �n= V�9 ���-�# U��- ��-�# �IR >����- ��<��,- , �.R "
��� �<=��

)�@
�� ¡�+� -�H "�,�� �# ,�°���� �# ����#�.# d�
�-�H V�9 ���-�# ���#,- <�A( <��,- 

"��- -0
 �)�@
�� ¡�+� -�H >�� .

ρ�(α) = = α�i - α�j =

>P�& �- �=nV�9 ���-�# �- ��-�# ,- �IR�� ���-�# , -�	H <= �# -0Aa �# ,- 

�� -�H"# �
� "
0H ��"R601 ��� F4� �# �#��# ��-�# ���0
� �au9*� >�� "R8u9� <= �,�%� 

]�! -�� ��-�# ,- �.
�( .��� V�9 <�A( V�9 �
,�	# >�� "RY	Z �� ��$	��.! :

j�L [?	�� )& � &�+ :���� �- n���# IRnV�9 ���-�# n���# n��-�#�-�a d

�2	2& <�A( �- -0# �(�0X ��� .BZV�9 W�
�� "a0A%� �� ��-�# �./ �IRn* . . . *IRn
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"a0A%� �- �IR ����� ��-0!:

φn : IRn * . . . * IRn → IRn

V�9 W�
�� n���� �- ��-�# IRn<�.	���- �# �#��# >�� ��� :

>P�& �- l=nV�9 W�
�� -�IR ����� ��-0! .��� �Aa ��� �- >P�& U���-�# 

�� ]���
� , -�	H �<=���# �� �
�-�H:

φ�(α) = |α| = α

>P�& �- �=nV�9 W�
�� �- ��-�# ,- �IR "#)�07 <�.	���- "+��k� ��� ��-0! .

" 
�./ "
!jH �� ����� �	
�- <�.	���- F4� ���0
� �au9*� "# �� >�- ��"R �(- 8u9� 

<= �,�%� ��-�# ,- α,β�.
�(:

ρ�(α) = = α�β� - α�β�

>P�& �- �=nV�9 W�
�� �- �(��-�# �IRQ�%
� ��$%& , -�	H ���0
� �&04�P� ��

���# "R �
�-�H ��� "�"� ��-�# 6�� <= �,�%� �.
�( .<�A( 0H"
"R����� �	
�- V�9 <�A( 

V�9 "�"
�H ��-�a >�� "R<= �� ���# �� ���� n���# $	A�� $�-�- :
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<���! >�� �R� "R"R �%
= �� V�9 ���-�# )ρn(V�9 ^	
 ,W�
�� )φn("# �� )�07 

<�.	���- ����� $�-0A
 BZ d���# ����� ]�! <-0# ��� <�.	���- B����� ���# ]�! -�� ��#�� 

����#�.# d�!�# ρn,φn���� �- �\.� IRn����� �����(��� �- , d�
0! �� �
E	# -��#� -���� �# 

�
���
 �.�� �
AR.

<0.R� Q�_.( <=]�! "RV�9 ��( �
,�- ���-�# dW�
�� ,$( �# �� $	(- �
0	Z ."	�� �

U� �# ��� "4#�� �]-�� Q�%
� ]-�� ��� Q�%
� �� ��R ���(-:

0
*< :j�L [?	�� n��! ��!�� �!��� %J�C �� j�L ��$�� =
	��� �� �!��� 

%J�C j�L ��$�
� V^n���� �!���.

φφφφn(α(α(α(α", α, α, α, α;, α, α, α, α,, ..., α, ..., α, ..., α, ..., αn) = α) = α) = α) = α" .... ρρρρn(α(α(α(α", α, α, α, α;, ..., α, ..., α, ..., α, ..., αn))))

M���� :��-�# lα����- n"cP§� "#)�07 >�� ��� :

α� = α��e" + α�� e; + α", e, + ... + α"nen = (α"", α";, α",, ..., α"n)

<�.	���- B����� "���- �	e
 -�\R �>��
 �4� <0
� ,jQ� B����� V�9 ����X 

n���# �� ��� jlA�� $	��
 .<0.R� <�.	���- B����� "+��� �n�# �0Rj� ���N�& jlA�	./ 

"# >�- ����=:

���# ���R <�! )�+?� "	�� ���# lα�- �� ), ..., αn�,α�α.ρn(lαV�9 �
,�- $	.R :
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α"....ρn(α;, α,, ..., αn) = (α"", α";, α",, ..., α"n). ( A  "" , A"; , A", , ..., A"n)

= α"".... Α"" ++++ α";.... Α"; ++++ α",.... Α", ++++ … ++++ α" n .Α�n

φn(α�, α�, α', ..., αn) = α� . ρn(α�, α�, ..., αn)

0
*< :j�L )�!��� )��$�
� ()& � &�+ M� �� �!��� &�+ ��! �-]` ���!��� .

M���� :`�� ��$	.R ��-�# α�7�& V�9 �
,�	# n���# ��(��-�# lαd�αd... ,lw

αn�- IRn!�#�.<0.R� >#�? ��$	.R "Rα�#"A(���(��-�# αi)}�wn,... ,�,li∈{(

>�� -0Aa ���# ,����# <-0# -0Aa <=���R ��-�# ,- >�� V�9 �
,�- <�! ����# �� $	.R :

αi . α = αi . ρn(α�, α�, ..., αn �- ) = φn (αi , α�, α�, α', ..., αn-١)

" 
�./ �-60��� ]��- *�# ��"# d-0! ��� �7�& V�9 �
,�- U�V�9 �# ��-�# 

�
,�	# ���#�./ ��(��-�# V�9 d�_�- W�
�� ���#�./ ]-�- ���� �� �\
= $�� .U.�� "4#�� �H� �

0�5"# �� )�07 <�.	���- ����� V�9 W�
�� ���#�./ $	��0.# ]��- d��"R -0! �4� 

�
>���� <�.	���- "R���! )�@
�� � � ��lwn>�� �_�- ��-�# >�- $R��4� �# �_�- 

��� �� B����� >�� �#��# "%	

�- ,��� ���2� <�.	���- �� �c7 �!�# .����#�.# V�9 �
,�- α
,α i]-0# �c7 �# �#��# ,α�# αi>�� -0Aa :
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0
*< :)���!��� �N! lα7�α7...$ααααn�����!��� ��IRnj�L 7&���� [?	�� n
)& � aB!&�! �� ��!�� ���� )j�L ��$�
� V+n)& � M�� ��! .

α�, α�, ..., αn ∈IRn ; φn(α�, α�, α', ..., αn) = |ρn+�(α�, α�, ..., αn)|

M���� :"�0� �# ��z= �- "#" .�� "cP§� �l+nQ� "A( ���(��-�# ]-�- ]�! �c7 �# �#��# 

V�9 d�.
�( �
,�	# ��(��-�# ]-�- ]�! ]-�c
�� �# �� �	
�0� �� <�.	���- ]-�� ��$	.R :

"
0_
= "R]��- ���7�& d-0! V�9 �
,�	# ��� n���-�# ��-�# >�� �0k� -��
�� �- 

lxi+"R �( " � ��-�# �<=lei+]���
� ,[�N��9 �# �#��# ��� " � ��-�# ���!�#:

����#�.# �
P�& �- "Rn]-�- ��-�# ]�! �_A( �-IRn"
!�- ���� $���- d�.!�# :

α�, α�, ..., αn ∈IRn ; φn(α�, α�, α', ..., αn) = |ρn+�(α�, α�, ..., αn)|

.���� �!��� O�)�*� )& �&�+ 

6���
 ��-�# U����� m���# ���-�# >�� "RY��
��� ���� �# -0Aa , �!�# �0Rj� 

>�- �- �# �
!�- <=$	
�0
# ��-�# ��
��� <=���� m���# �		�� �� $	.R .���� �- n���# 
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��(��� �# U����# ���#,- dd... ,�n−���# ��<�0� �#��
��� ��A! XW-�R -0Aa �� .^	


U� �- ���� n���# U� �# -0Aa dWX�#��
��� ��A! ��(��� U����# ���#,- dd... ,�n- 

���# ����#�.# d-��- -0�, U� �- ���� n���# �
!�- �# ��� �# -0Aa -��
�� �A
 �(��� <�0� 

��
��� ��(��� ]�! -�� �		�� �� ��� ���� d-�R �"
�_� �
�� >�	
 .���� �- ��� ���� n���# 

U� �# -0Aa ���� ln- ���# U�U� �\.� ,��
��� WX$�� ��U� �# -0Aa ^	
 , -0! WX

U� o�2	�- ��
��� ���� ln- ���# -��- -0�, l.����#�.# U� �- ���� n���# 6���
 ��-�# 

���# �\.� ���� ln- ���# ����� �����# , -0! "	2# �-���
 �.�� �(�
��� -��#� .

<0.R� "# �# ��	H ��R 6���
 ��-�# ��$	
�0� "P-��� ����-�# U����� ln−���# �- �� 

���� ���� n���# "#>�- $��,= :

0
*< :)��	�! �N! �!��� 0HG� )�	��g O� B! )�*� V^n)& � $.���� �!��� 

M� O� �� �*� )�*� :6�� n)& � 0m�� � 7&��� )X��� a&��Y )M�)�*� �� �*� 

:6�� D��'` ��! B!:

M���� :`�� ��$	.R ��\
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 ,- <= �� ���� �# lSn-BZ d-��- ���� ���A� <=
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!�- ���� �!�# >�� �c7 d.
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 "42
 �� ,�O���0� �#

1��� "# "�0� �#�c�-�s "G��� �
��� �� $%.Z ��� �- "s ���_.( d$�� "s �0H	�$��\.� , q���� q�k��# �

�# -0Aa���� q�m��# �� �� �0e.� d-��- -0�, �"A( "s >�� ���( ��� �k��#���� <= �# "s �m
��#��
��� �- d�.!�# -0Aa �, �
� ¨�
E� $( �# <�!�# "# �	
��-���0� �_��
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 WXδ$�� �� ��$	.R .<0/ ��� WX�#���0� >�� �A
 d�# �
�0�lSn-

���0� ����#�.# d�!�# δ],�H �# WXln- ���� �	 E� �0Rj� U�],�H WXn���� ��"R �(- 

f��� ���� n���# ���� ��-�# , �.
�( U� �# U�T04X ��� ],�H WXn���� �- ,

"%	

 ���� �# ���& �.�� �\
= ���� ���� >�� -0Aa "%	

 �- ,# ���# [-0X �$("R�-

���� ���� ��� , �!�# -0Aa -��- ���� � A��
 >�� .�� �%.�� �� <�0� "%	

 >��H "R�#

}��� <�(�# ��X �#lSn-���0� >�� <0/ ,��\

� �- ,- �( ��-�# p�
E� d�
�
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 �- ,�<=��\

� ��-�# �-lSn--��- ����.

����#�.# T�! Q�* ���R ,���# " 
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� ��-�# �,� "
!�- ���� ��� �!�# >�� "R

"4#�� ��!�# �����# ��� :

��� �� 60��� ���-�# "#�
&�� ��<�0� "P-��� �����R- ���� ln- ���# ���� �- �� 

���� n#��� "#>�- -�,= .���# ��� "cP§� ��z= �- ��R ��( "�"P-��� ��-�# ���� �� *�# �	./ 

����� ��$	.R :

α�x� + α�x� + α'x' + . . . + αnxn = α�x ′� + α�x′� + α'x′' + . . . + αnx′n

α�x� + α�x� + α'x' + . . . + αnxn = c

0�$!B )=
� O�[T��!� O� $)�*� ��&
?<! 

���� �- ���� IRn"�,�� ��	# U�WX>��� �.
�� δ���� ,lwn���# lSn-��� �� 

�	./ ����� ��$	.R :

�H� δ�# lSn-���0� ]���
� d�!�# �"�,�� ��	# <=�� �c7 �� ,- $��	H )°�θ=.( 
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δ″����� ��$	.R .

θ = ∠δ′Οδ 

<���! >�� �R� "R"R"�WXδdδ′,δ″U� �# "kc7 �.�� "kc7 �P���, , �
�

 ^	
 δ�# δ″>�� -0Aa .����#�.# ��"�, ��	# WXδ6���
 ��-�# ,���� lSn-�A � "�,�� �

�	# δ���� -0X ,lSn-�� �	A( d�!�# "
 
 �� �� <�0� ���# "#>�- <-�,= 60��� ��	�k� 

"�,�� ��	# U�WXU� ,���� lwn���# ���� �- ���� n���# "#>��H ��R .���# 

)�07 "R��6���
 ��-�# ���� lSn-,$( �� ���-�# ]�0�P- ���0� �#δ�� $��	H .<0.R� �H� 

"�,�� ��	# WXδ6���
 ��-�# ,���� lSn-�� θw°��$��	_# "�,�� d��	# WXδ���� ,

lSn-"R <�A( θ>�� "4#�� �� d�"# ��� >�- ����=:

0� ��� M��$� �3C )B!-	� w-H�m! #�� $)& �&�+ 

Y�# �- "
!jH <= ��0
 $�-�- �� "R��� �- Y�# $%& ���0
� O04�P� Q�( ^	
 ,]�0�P- 
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 ����� �� ���0
� O04�P� ��<�0� <�E
 "R -�- ���0
� O04�P� U����# U�
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"# ��� >�- ����=:
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6���
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 ��-�# <=" � ��-�# �� �"
�_� ��<0/ �� �e
 �- $��	H .
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����#�.# <-0# �����# �� `�� ]��^H �� ��2
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<�./ "R��� ��z= �- Y�# "
cH $�-0# �_
�#�, d6u2
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6u2
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�� �\
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�
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 ��-0! (�	 E� �� ���.(- .Bm� )�07 �- <-0# �c7 



٩٢

��� <�.	���- ��(��-�# ]�! -�� "
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���0
� O04�P� ]�_
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 <0/ d-�	H �-

)�07 ��� �
��H U� �- ���� lwn���# $%& n���# 6�n!� �A
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�� ��-�# �4X ��� d�.!�# >�� "R0
� ��� �&04�P� "R

6�� ��( "# �,�%� U�Y�¡� <=$%& d�.!�# �(��-�# n���# 6�n!� �� �.R .��� ��	+�� -0X 

���.( ��_�- 6u2
�� �� �_
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 �	X� �!.

]-�c
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�c���� "RQ�( �� �
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�� �e
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�./ ������� �- o�A
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�� ¡�+� ��\

� ,��-�# (���� �# �- d-�	H
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�� �4X ��� >��(��-�# d

<0/ )�07 �- �2
�� �4X <-0# U� �- ���� ln-���# ��� �A
 �
�	H .<0.R� �
�
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"
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 >��H "R� ! lwn#��� "R�
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��\

� ��(��-�# αi"# )�@
�� ¡�+� "#>�- �����( d��=n���# -0# �(�0X .6�� ��( 
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Y�# �#)!lwn(�!�# .Bm� >#�? ��$	.R "R��� $ & ���# Q�( ���0
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 ,"��- �n���0
� O04�P� 
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cH -0X d�� �� �_�- �+�1 .�\.� �%.�� �-

�� $	�0H "R$E/ �# �!0Z ��� �� "\+! ���A� d]��^H ���( "R"#>�- �\
= $�-�R ��	Z ]��^H d���( 

�_
X�� �.	A�� , �
-0# ���# 
=" "#Uk� "#�%� ]-��jH -���
 -0�, d�
0! .>�� �%.�� "R

U� S�! ]-�X "# �	H �
��= �����	\��# ��0_# �
�0� "R �� }�	��� Y
�,�	Z �� <�	# ]-�R 

)��(�E� d�
-0# ]���,� �"	�0� �� �\
= �����	\��# ��� d-�R "R��(��� $( �- �� -��#� 

�� # d--�0
"��R [��� Lk# �A
 , �
���
 �.!�# �����# �.
�0� .��� �� -�� ��� ��0_# �
�0� "R

)�	9��� �E
�- �� �a�^

� "
�
�- <��# �
� >�	
 �.�� "R�	
�0� �9��� "#"
0H �( �]�0�P- 

�� 8�^

� �.
�0� �
0! .]�0X ]�0X�
 �	
�0� )�	9��� "	�0� ���# ]�..R ���(-���,� <0���	Z ��
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�	./ , �.!�# >�( ^	
 .

���, �- ��� S�! ]���
� �� ��t&-��- .}�	��� �H� ���! "
��	
 �- "R -0# "
�X �	�� ���# 

"���� �� ��
.4�� "���. �� "# ���# �� WX>��� "# �� ���A	m# Q�_.( "#}uR }�- -0X 

��� �# ^H�( d���# <�.	A1� �A
 >cH "R]��0R ���� "�7�� ��	# "42
 ,- WX>��� >�� .�P, 

��� �� "R �� ���� �( �# n���# >�- $Rl+n"42
 ���, �	z U� �# ���� lwn���# -0�, 

]-0���	
 ^H�( d-��- $�� .���_.( ^	
 "R�,� �� $%& jz�R U�N� � �	4
�� & �# �� N�-��#� 

<= "#>�- ��N	� �- ���! d���,= <�� U��10� >��+R $("
!�- -0�, "R �!�# �
��- �# 

)�+��k� <�� �
^# �	�i� �\� .�
�, ��� "R$%& �� U�8�4� �,�R �0H ]-��,- ���# ��� "#
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�0�- �� ^	
 "# �
�0� �
��= >�- <�� "
X��
� )�+?� ��
��0X ,��Aa 

"
cH <�A��( "
��0X �-0! �A! ��"Rt2k� ^H�( >��� �(�0�
 .<0.R� ��� ���# >	���, "
<��./ 

���	! $���jm# �� "R$	A�� ���( "R607� �- �\��# "��.( �)�07 -��#� >���jZ $	A�� d���( 

"
�	!�
 W#�,� �� "
���jZ ]�! �WX"42
 ,"kc7 ,"��.( �- ����	��� "# �
-0# ���(��� 

���#�./ "R<0.R �� o*�A
&� �	( $E/ �!0H ,p�- �� �\
= ]-� 
 >�� .��� �- ��� -�0� 

"	a��- ��$(-��- -0�, :

�./ �(� A� >�� �� ^H�( ]��^H ��( "#>�- ]��= ��� �- V�
R #��R �-� x���
�� 

-0E
d��� "#��.�� <=>�	
 "R��� ]��^H �� �( "# �.
�
�0� "
0H ��"# �_�- >�- �.�= ." 
�./ 

$	
cH <�	E��
� �.�=�� "R �./ �( "��Z �# �W#�,� "� -�0� ���# >�� ��0
�� ��.�=�� -0X ��� d

>�� w*�A
&� w�2
�� <� � �� A%� �# ,"a0 ��W#�,� �� �#�� 6�� ���� >�� .U�^n� 

���#,- U� ,�.Z ^n� ���# )`�� �# -0�, (U� �( ���# W#�,� -0X �9��� ��"R �.!��� 

� A� >�� �	# ��� $( ��	�# ^n� ,- ),�c
� ��� ��� d�.!�# ),�c� <,�# "# ��-�� -��#� -���� 

]-�� ��	 E� ]�.(- ��_
�# �\
= -���
 .<�
��	9��� ^n� ��
X�� �� �	./ >�� �	
�0� d�9��� 

$( 6�� ���� ���( ]��0A( >��- ]�0X d�
� "#Uk� "#�%� ]-��jH ]�0X , �
0! "
.

��� �- Y�# $	(�0X "R ��- ��(��� �H� ���#�./ "#�
��� "
!�- -0�, d�.!�# 

"
0_/ ���(��� ("/ �# �\
= �- , �.
� ]���Z ���( "#,� $	(�0X ,� -0# .� A� >�� 6�	X ���-�Z 

�P�X ��� d�!�# �4P �� >�	
 .�(�� �H� "
!�- -0�, "R �!�# }��&� )�-0�0� ���#��� "# �� 

�2
.� �� <= d�.R ]�� <,�# �	A( ��-�� ]�� -0# �(�0X .
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M-
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� )& �!�� 

�-Lk+� <0	�����+	( �A	! Y�# ���( ]K�, �����# "�,�� ��	# ��(�
0	Z $�� �^R�� 

$�� �# ��( f��1� >�� .60 P0� ���( <0/ �BeF "Rf��1� �\
= �- $�� �^R�� $�� ,- <��A( 

>c� , -��- -0�, <,�
 P� ��
0	Z�	z "# , �
���
 <�	# ���+	( �
\# sp 
��-�4X d� ]-0# ,

����- "�,�� ���
0	Z °l�����.!�# .���+	( �H� �sp �!�#)60 P0� �.
�� �BF $�� �^R�� �#

"� $�� "#�E� �.R �����# �
0	Z (]�_
= d"#� ! L�M� �,��
� 8u9*� )Q�( $e
.� ���#,- (

"�,�� , �.
�( �<�!�
0	Z �# �#��# °l��-0#�(�0X .
60 P0� ^	 ���( <0/ <�
� )�CH("R�-

$�� ��\/ �\
= <��A( f��1� �- $�� �^R�� >c� ���� , -��- -0�, <,�
 P� ����- �.
�( -��= 

���+	( �sp � ! �\�,��\/ $e
.� )Q�( $e
.� "����# ("�,�� ,���
0	Z �# �#��# ′�� °l�� 

�� �.!�# .���# <0	�����+	( Y	# ���sp 60 P0� >P�& �+4��	z ªc& �� -0X ���P, d�.R 

<��2� $�� ��( f��1� $�� �^R�� >+�
 "#�	# �� �_�� � ��-,� .��� �- >P�& ���������Z 

60 P0� ��
X�� T0#�� "#���_.( >�� "R$�� ,- },¢� �- Q�( ,- $e
.� ]�a�� �# �p�
E� 

�	H ����"	2# , �
 �$�� ���9 �./ �( �Ae
.� "R �
���# �� <�A( ]�a�� �p�
E� ���!�# ."
+P� 

��� ���� �- ��
X�� "����# ���������Z Y���= � A� >�� �P, d>�-,�k� �H� ��( �!�
 ��

�	./ -0+
 -��#� 60 P0� ���( "#� ! Q�( ��( $e
.� ���#��� �� �- 
��=�.���# "
0A
 �IF "R

���+	( �d�sp U� �- d-��- ���� Y!���# "#� ! U�Q�( Y!���# $e
.� � ! ��>��H .

�	A( �H� �
& 60 P0� <�
� $( �� U� �- "kc7 �
��
� $	.R �^	/ d"#U� ^� N	�7 ��\/ �# 

��9 "�,�� ��\/ , �#��# �>��� �A
 -���.

U� �- ���� n���# ���������Z Y���= 60 P0� <��2
� lXYn+���_.( � ! ��"R -�	H 

$�� ��( Y$�� �� X"# U�"�7�� "�7�� ^	
 , �.!�# ��	# $�� ,- �( Y����2� �_�� � �� 

>#�? �!�# .�0� �� �� �_�- $	
�- "Rl+n"42
 �A
 Y	# �.
�0� U� �� ���� n���# ��

S�E� �..R .��� �P�& �- >�� "R$�� X���� �- ���& $�� ��( Y����#�.# d-��- ���� U�

�0H n���# "RX<= ^R�� �- >�� ,l+n$�� Y�,� �# <=�� �e
 �- �� �.
�( $��	H "#

"
0H ��"R"�7�� �$�� ,- �( Y����2� �_�� � �� >#�? �!�# .U.�� ���# "#>�- <-�,= 

"�,�� ���
0	Z 60 P0� lXYn+"	�� �>#�? �� ��� ��$	.R :
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0
*< :)-N n)& � 0�PY�� O�� �d� �� !� ���
N .V+n0HG� )Ai)$� !� M�)-N 

M��+ �� �!�< �
�� 0Y)!�� ��i$j.-F 7P��]	� AiAj)�!&G� ���g &��� .��!O���!� :

∀∀∀∀ i, j : θθθθ = ∠∠∠∠AiOAj = ArcCos -١/n

M���� :`�� �- ]��= >�� "R���# �(i,j)i≠j(601 ��( OAi,OAj$( �# �
�#��# .

�	.vA( 601 AiAj$( �
#�? ���2� >�� .����#�.# L�M� ��( ∆AiAj"# >P�& "���9 $( �# 

����,� , �
�#��# �y�.
� ∠AiOAj�
#�? ���2� �
��- .<0.R� ��� �� ���2� θ]�	��
 "# ,[,� 

���-�# <="# �� >�- ��$��,= :

��(��-�# ��z= �- �#��# OA "
��H �e
 �- �� �� � ,Y%.� 601 <�A( �� �����- ��� 

�� �(��-�# $��	H )���, �- 8��! �0H U� �� `�� ��$	.R .("#X<��2� �1� T�2
 Ai>+�
 "#

$( 80A%� ��� �� �c7 �# �#��# �(��-�# �!�#:

OA� + OA� + OA' + … + OAn + OAn+� = D

OAn+� = - (OA� + OA� + OA' + … + OAn)

<0.R� �	��1 ��#��# ��-�# �- �� lOAn+V�9 �
,�- )�P� �� (��$	.R :

OAn+�.OAn+� = - (OA� + OA� + OA' + … + OAn).OAn+�

OAn+�.OAn+� = w OA�.OAn+� w OA�.OAn+� w … w OAn.OAn+�

١ = - *�*� Cos θ - *�*� Cos θ - ... - *�*� Cos θ

� = -n.Cos θ

Cos θ = -�/n 

��� θ"�,�� ��	# >�� ��-�# ,- ,≤θ≤π���BZ d�!�# :
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θ = ∠AiOAj = ArcCos -١/n

���2� θ"# >�- ]��= <�A( "�,�� �60 P0� �- �
0	Z lXYn+>�� .���# "���2� ���� 
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�sp �\�,��\/ $e
.� '/�wArcCos ′ =�� °l�� �, CF �SiH 
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�
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]���Z � � �HK�, �� ��( ��(��� ���#��� >�� "R"/ �( �� �
E	# �\
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�HK�, �� ���� != --�H .U.�� "# �# ��	H��R )�+��k� �9��� ��� ]���Z "	�0� �� ��$	.R :

�0H ,- n���# $(8��! �# ^R�� ��( R,R−ε �� �e
 �- �� $��	H :
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& ���#��	�# $(� A� 

>�� "R$%& �X�- U.R-�# $%& �� �( "
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cm �l]���� �4� d���# [�U� �� �
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� $	
 <,� 	� �	�� �(�0X .����#�.# U� �- 
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